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Ce document est contitue de diverses notes, des exercices et de 
quelques sujets d’examens qui accompagnent un cours de mathe- 
matiques donne depuis 1998 en seconde annee de premier cycle a 
l’INSA de Lyon. Toutes les remarques permettant d’ameliorer ce 
document seront bienvenues. 
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Chapitre 1 



EQUATIONS 

DIFFERENTIELLES 

LINEAIRES 
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1.1 COURS 

1.1.1 Introduction 

1.1. 1.1 Resume 

Ce cours propose 1’etude d’une forme particuliere d’equations differentielles 
que sont les equations differentielles lineaires et ceci en trois temps. 
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1. Tout d’abord en commengant par l’etude des equations differentielles 
lineaires scalaires d’ordre 1 : theoreme de Cauchy-Lipschitz, structures 
algebriques de l’ensemble des solutions, boite a outils techniques des 
methode de variation de la constante et des coefficients indetermines.. 

2. Puis en abordant l’etude plus generate des systemes differentiels li- 
neaires - c’est a dire des equations differentielles lineaires on l’inconnue 
est une fonction vectorielle : examen du probleme de Cauchy, struc- 
ture algebrique de l’ensemble des solutions. Formule de representation 
dans le cas particulier des systemes differentiels lineaires a coefficients 
constants. 

3. En appliquant enhn ces resultats a l’etude des equations differentielles 
lineaires scalaires d’ordre n, puis en donnant quelques techniques de 
resolution applicables a certaines equations a coefficients constants et 
do nt la connaissance est indispensable en physique. 



1.1. 1.2 Positionnement mathematique 

Cette ecologie restreinte ne doit pas faire oublier que, la plupart du temps, 
le processus de variation d’un phenomene, est « modelise »par une equation 
differentielle non lineaire. Ainsi l’equation de Newton exprimant la position 
d’un corps P, de masse m, : soumis a la force d’attraction de (n-1) autres corps 
Pi-.Pj_i. . . P n representee a l’instant t par un vecteur y;(t) est une equation 
differentielle non lineaire qui s’ecrit : 



m iy” i(t) = G Y mjrnj 
j¥=i 



Vj(t) ~ Vi(t) 
II Viit) - Vi(t) 



On ne sait toujours pas maitriser ce type de conditions ecrite pourtant des 
1687 dans les Principia : personne n’avait imagine les solutions correspon- 
dant aux entrelacements dans les anneaux de Saturne avant leur decouverte 
experimentale, et personne ne sait si ces solutions sont generiques ou excep- 
tionnelles. 

L’approche developpee dans ce cours ne pourra pas etre directement exportee 
dans le vaste monde des equations differentielles meme dans les cas favorables 
oil l’existence, voire l’unicite de solutions, peut etre etablie. Les mathema- 
ticiens ont actuellement developpe des methodes qualitatives d’etude des 
solutions qui consistent a decrire, sans chercher de formule explicite, les pro- 
prietes d’eventuelles solutions directement a partir de la forme de l’equation 
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differentielle et des methodes quantitatives qui consistent a chercher des 
algorithmes pour approximer les solutions. 
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1.1.2 Equations lineaires scalaires d’ordre 1 

Etant donnes un intervalle I de M, a et b deux applications supposees conti- 
nues sur I a valeurs dans IK = M ou IK = C, on note A nne primitive de a sur 
I et yo un element de IK. 

On note (C 1 (J, IK) , +•) l’espace vectoriel des fonctions continument derivables 
de I dans IK. 



1.1. 2.1 Definitions 
Exemple 1.1.1. 
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1 . 1 . 2. 2 



Etude theorique 



1. 1.2.3 Cauchy Lipschitz lineaire - facteur integrant 

Theoreme 1.1. theoreme de Cauchy Lipschitz dans le cas lineaire sea la ire 

Si les applications a et b sont continues sur I’intervalle I alors le probleme de 
Cauchy 

\y' = ay + b 
\j/(*o) = yo 

admet une et une seule solution sur I donnee par la formule de representation 
suivante : 

t 

Vt e / y{t) = e A{t) ~ A(t ° \ +e m ( J e~ A ^b(s)ds) (1.1) 

solution de y'=ay valeur yo en to to 

V V ' 

solution de y'=ay+b valeur 0 en to 



Remarque 1.1.1. on peut ecrire : 

* t t t 

J a(s)ds r f a(u)du A/ * A( >. f , . */ w 

y(t ) = e‘° y 0 + / e s b(s) ds = e A W- A (*o) y Q + / e ( ' A ^~ A< ' s ^b(s)ds 

to to 

demonstration. Methode du facteur integrant 
Remarquons que : 

vt e Iy'it) = a(t)y(t) + b(t ) e -A{t)( y '{t)-a{t) y (i)) = e ~A(t) b ^ 

Cette ecriture est motivee par la remarque que si y est derivable sur I, alors 
ye~ A est derivable sur I et a pour derivee [%f — ay)e~ A . En multipliant par le 
terme e~ A d\ appele facteur integrant, l’equation differentielle se reduit a 
une quadrature, en effet l’egalite precedente s’ecrit : 



Vt e I (e A y)\t ) = e A ^b(t) (1.2) 

( e~ A y ) est done la primitive de ( e~ A b ) qui prend en to la valeur e~ A( ' t °' > yo : 



Vt e /, (e A y){t) = e A {t)y(t) = e + J e A ^b(u)du 

to 



□ 
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